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ABSTRACT 
Es werden Eigenschaften der Minimalbasen yon allgemeinen Graphenmengen 
untersucht und S/itze hiertiber bewiesen. Insbesondere wird ein Tell der Minimalbasis 
der Klasse aIler nicht in die projektive Ebene inbettbaren Graphen ermittelt. 
EINLEITUNG 
Ein Graph G besteht aus einer Menge E (~ Eckenmenge von G) und 
einer Menge K ( Kantenmenge von G) von zweielementigen Teilmengen 
von E. Wir betrachten zwei Graphen als gleich, wenn sie isomorph sind. 
A bedeute die Menge aller endlichen Graphen. Sei ~ eine bin/ire Relation 
in A. Dann heissen zwei Graphen GI und G2 aus A unabh/ingig beztiglich 
CJ oder auch kurz ~-unabhiingig, wenn weder G1 o G2 noch G2 ~ G1 gilt. 
Eine Graphenmenge/7 ~ A heisst e-unabh/ingig, wenn je zwei verschie- 
dene Graphen aus / '  o-unabh~ingig sind. Sei nun D eine Teilordnungs- 
relation in A, welche die absteigende Kettenbedingung erfiille, d.h. 
jede beziiglich D absteigende Kette in A soll abbrechen. Wir verstehen 
unter dem Oberabschnitt O>(M) einer Graphenmenge M __c A die 
Vereinigungsmenge aus M und allen Graphen G von A, die G ~ G' 
ffir wenigstens einen Graphen G' aus M erftillen. Dann existiert fiir 
jede Graphenmenge / '  -__ A die Minimalbasis M = M(F'>) in F (vgl. 
Halin und Jung [2], S. 79). M besteht aus s/imtlichen (beziiglich D)  
minimalen Elementen von/~ und hat die beiden Eigenschaften: 1. Mist  
eine ~-unabhiingige Teilmenge von Fund 2. F ~ O>(M). Die Mini- 
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malbasen sind im folgenden Sinne monoton' Ist D>, feiner als E> (d.h. 
aus G1 [> G2 folgt G1 ~,  G2), so folgt M(F~,) - M(F~). Denn ein 
minimales Element von F~, hat keinen echten Vorg~inger in /'~,, und 
da ~,  feiner als L> ist auch keinen echten Vorg/inger in F>. Analog folgt, 
dass jede D> ,-unabh~ingige Graphenmenge auch ~-unabh~,ngig ist, 
wenn ~,  feiner als ~ ist. 
Im folgendeninteressieren wir uns besonders ffir die drei Teilordnungs- 
relationen: 1. G1 )>1 G0 (dasselbe wie G1 2 G0), d.h. G1 enth/ilt G0 als 
Teilgraph, 2. G~ )>2 G2, d.h. G1 enth~ilt eine Unterteilung von G2 als 
Teilgraph, und 3. G1)> G0, d.h. G~ ist homomorph zu Go (vgl. [5], 
S. 433). Offenbar ist ~ feiner als )>2 und es ist )>2 feiner als )>~. Die- 
jenigen Aussagen fiber Minimalbasen, die nur die Eigenschaften dieser 
Teilordnungsrelationen b utzen, treffen nicht den Kern des Problems. 
Das eigentliche Problem ist hier: Welche Konsequenzen lassen sich aus 
graphentheoretischen Eigenschaften ftir die Minimalbasen ziehen? Ein 
Hauptproblem ist hier z.B. die Frage, wann ist die Minimalbasis einer 
Graphenmenge endlich? (Vgl. Halin und Jung [2], S. 79/80, Beispiele 
a-d). Im w zeigen wir, dass die Minimalbasis ftir eine bestimmte Sorte 
von Graphen (simplexartige Graphen) immer sogar bezfiglich )>1 
endlich ist. Anderseits gibt es zu jeder natfirlichen Zahl m im- 
mer m simplexartige, )>-unabhiingige Graphen. Ferner gibt es unend- 
lich viele )>~-unabh~ingige, paare Graphen. Allgemein zeigen wit, dass 
jede Minimalbasis einer jeden beliebigen Graphenmenge fiJr )>,2 und 
daher auch ffir ~ f~irbungs-beschr~nkt ist, d.h. dass es eine endliche obere 
Schranke der chromatischen Zahl jeweils aller Graphen der betreffenden 
Minimalbasis gibt. Im w behandeln wit speziell die Frage nach der 
Minimalbasis der Menge aller endlichen Graphen, die sich nicht in die 
projektive Ebene einbetten lassen, und zwar untersuchen wir diese Frage 
ffir die vermSge )> teilweise geordnete Menge dieser Graphen. Es werden 
bis auf einen Sonderfall alle diejenigen Graphen dieser Minimalbasis 
bestimmt, die sich durch drei oder weniger Ecken trennen lassen, kurz 
die t-trennbar ffir t ~ 3 sind. Hierbei erhalten wir ftir t 0 genau 3 
(also nicht zusammenh/ingende) Graphen der Minimalbasis, ffir t = 1 
weiter genau 3 Graphen, ffir t = 2 genau 6 Graphen und f i i r t  = 3, 
wobei der Sonderfall, dass an einer Ecke nur drei Kanten anstossen, 
nicht berficksichtigt ist, weitere 4 Graphen der Minimalbasis. Ffir die 
ausstehenden F~ille t 4 und t = 5 wurde die Untersuchung nicht zu 
Ende gefiihrt, da bier enorm viele FaUunterscheidungen auftraten. Nur 
fiJr t = 4 geben wit noch einen weiteren Graphen der Minimalbasis an. 
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l. UNABHANGIGE GRAPHENMENGEN. MINIMALBASIiN 
SATZ 1. Sei l ~ eine >~-unabhSngige Graphenmenge. Dam7 ist l'J~irbungs- 
beschrSnkt, d.h. es gibt ehle natiirlicke Zahl m mit q(G) ~ m .fiir alh' 
G c I'(v(G) chromatische Zahl yon G). 
Der Beweis folgt leicht aus einem Satz (vgl. [3], S. 325, (1)), der 
gleichzeitig und unabhfingig voneinander von G. A. Dirac und H. A. 
Jung bewiesen wurde. Danach besitzt bei Vorgabe iner natiJrlichen Zahl 
n jeder Graph G eine Unterteilung des Simplexes S(n) als Teilgraph. 
falls nur die chromatische Zahl yon G hinreichend gross ist. Dann muss 
aber F f~irbungsbeschrfinkt sein. Denn anderenfalls gfibe es nach dem 
erw~.hnten Satz zu jeder natfirlichen Zahl n einen Graphen in 1', der eine 
Unterteilung yon S(n) und daher auch eine Unterteilung eines jeden 
beliebigen Graphen mit n Ecken als Teilgraph enthielte, im Widerspruch 
zur Voraussetzung, dass/1 ~>2-unabhfingig ist.
Der Satz 1 ist trivial, wenn 1' endlich ist. Das folgende Beispiel zeigt, 
dass es tatsiichlich unemtlich vide >,,-unabh~ingige Graphen gibt. Hierzu 
setze man n Vierecke (n ~': 2), woraus jeweils ein diametral gegeni.iber- 
liegendes Eckenpaar e,,i und e,.~(v = 1 ..... n) lest gewfihlt sei, dutch 
Identifizieren der Ecken e,., -: e ,  1,~0' 1 ..... n - -  1) und e,,,~ e~, 
zu dem Graphen G,, zusammen. Dann sind diese unendlich vielen 
G,(n : 2, 3 .... ) >.~-unabh~ngig. Denn sei n < m. Dann enthfilt G,~ 
keine Unterteilung von G,,~ als Teilgraph, da G,,~ mehr Ecken enthfilt 
als G,,. Aber auch umgekehrt enthiilt G,, keine Unterteilung yon G,, 
als Teilgraph, da hierbei jeder Ecke der Unterteilung yore Grad 4 eine 
Ecke in G,, yore Grad 4 entsprechen mtisste und daher auch die 
(unterteilten) Vierecke von G,~ den Vierecken yon G,, entsprechen miiss- 
ten, was nicht mOglich ist, da G,,, mehr Vierecke als G, enth~ilt. 
Allgemein gilt: 
1.1. Jede >-unabhSngige Graphenmenge ist auch ~>2-unabhSngig und 
jede ~2-unabh6ngige Graphenmenge ist auch ~>~-unabhSngig. 
Denn aus G1 >1 G2 folgt offenbar Ga >2 G,~ und aus G1 >2G~ folgt 
G~ > G2 9 Daraus folgt: Sind zwei Graphen G1 und G2 ~>-unabhfingig, 
so sind sie auch >.,-unabh~ingig; sind sie >2-unabhfingig, so auch 
~>l-unabhfingig. 
~hnlich folgt ftir die Minimalbasen (vgl. [2], S. 79, (1.7)): 
1.2. M(F>) ~ M(F>2) ~ M(I'>,). 
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Aus Satz t und (1.1) folgt unmittelbar: 
SATZ 1'. Jede ~-unabhdngige Graphenmenge ist fdrbungsbeschrdnkt. 
Weiter folgt: 
SATZ 1". Jede Minimalbasis M(F>) und jede Minimalbasis M(F>2) ist 
fdrbungsbeschrdnkt. 
Denn ffir M(F>2) folgt die Behauptung aus Satz 1, da M(F>2) ~-unab-  
hfingig ist. Daraus folgt zusammen mit (1.2) die Behauptung ffir M(F>). 
Sei eine endliche Eckenmenge E zerlegt in n disjunkte, nicht leere 
Klassen E l ,  ..., E,, mit den Eckenzahlen aa .... , a .... Die Klassen seien 
so numeriert, dass al < . . .  ~ a,, gilt. Ffir je zwei Klassen E,,:/-E~, 
dieser Zerlegung sei jede Ecke yon E,. mit jeder Ecke yon Et, durch eine 
Kante verbunden; dagegen seien zwei Ecken aus derselben Klasse 
niemals durch eine Kante verbunden. Wir nennen den Graphen mit 
diesen Kanten und der Eckenmenge E simplexartig und bezeichnen 
ihn mit (al ..... a,). Die Klassenzahl n heisst der Rang von (a  I , . . . ,  a~). 
Wit behaupten : 
1.3. Jede ~1-oder )~2-oder ~-unabhdngige Graphenmenge 
enthdlt hgchstens endlich viele simplexartige Graphen. 
BEWEIS: Nach (1.1) gentigt es, den Satz ftir > l  zu beweisen. Sei F 
eine unendliche Menge simplexartiger Graphen. Die Behauptung ist 
bewiesen, wenn wir zeigen, dass es dann zwei Graphen G1c G2 in / "  gibt. 
Wir unterscheiden die beiden FNle: 1. Der Grad aller Graphen aus F 
besitzt ein Maximum m, 2. der Grad aller Graphen aus / '  ist nicht 
beschrfinkt. Im letzten Fall folgt sofort die Behauptung, da zu jeder 
natfirlichen Zahl n in F ein Graph existiert, der ein Simplex S(n) als 
Teilgraph enth~ilt, lm 1. Fall gibt es fiJr wenigstens eine natfirliche 
Zahl n ~ m unendlich viele n-rangige Graphen in F. Sei: 
a~. = sup {a,./G (al , ..., a ....... a,,) c F}. 
Aus al ~< . 9 9 ~ a~, folgt al <~ 9 9 9 ~ % 9 Da die Menge aller n-rangigen 
Graphen aus / '  unendlich ist, folgt % = ~.  Sei # ~ n das Minimum 
aller ~ mit a, = c~v. Dann gibt es f~r die Zahlen al ..... a, 1 aller n-ran- 
gigen Graphen aus / '  hSchstens endlich viele verschiedene Kombi- 
nationen. Eine Kombination, etwa da .... , dr, 1, muss also bei unendlich 
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vielen n-rangigen Graphen von 1 ~ vorkommen. Da es dann aber Graphen 
(dl, ..., d,,_,, a t . . . . .  , a,,) in F mit beliebig grossen a. ...... a,~ gibt, 
kommen darunter offenbar auch Graphen G, c Go vor, womit (1.3) 
bewiesen ist. 
Welter gilt: 
t.4. Zu jeder natiirtichen Zahl m gibt es m simplexartige, ~--unab- 
hfingige (und nach (1.1) also auch ~o- und )-l-unabhdngige) Graphen. 
BEWEIS: Wir behaupten, die m paaren, simplexartigen Graphen 
(1, 2m -- 1), (2.2m -- 2), ..., (m, m) sind >-unabhfingig. Denn diese 
Graphen haben die gleiche Eckenzahl 2m. FiJr zwei Graphen G1 und G2 
mit gleicher Eckenzahl gilt aber: G1 )> G2 +~ G, ~= G0. Wit brauchen 
daher nur noch zu zeigen, dass keiner der obigen m Graphen in keinem 
der anderen m- -1  Graphen als Teilgraph enthalten ist. Fiir paare, 
simplexartige Graphen (al, a2) und (bl, bo) gilt abet (al, a2) ~ (bl, b2) 
a~bl  und a2_<b0. Daraus folgt: (f, 2m--~.) = (/z, 2m-- /z )  
+-~ v = #. Also sind die obigen m Graphen >-unabh~.ngig. 
Zusammenfassend erhalten wir: 
SATZ 2. Jede Minimalbasis enthfilt hSchstens endlich uiele simplexartige 
Graphen. Umgekehrt gibt es fiir ~ ,  ~.2 und auch ~1 zu jeder natiirlichen 
Zahl m eine Graphenmenge, deren Minimalbasis aus m (paaren) simplex- 
artigen Graphen besteht. 
Denn der erste Teil des Satzes ist eine unmittelbare Folgerung aus 
(1.3). Sei F, F2 bzw. Fi die Menge aller derjenigen G, die G ~ Gt,, 
G ~2 G~, bzw. G ~,  G~ f~ir mindestens einen der m Graphen Q, (tz, 
2m -- #), # ~ 1 ..... m erffillen. Dann erf~itlen diese drei Graphenmengen 
den letzten Tell yon Satz 2. 
Zum Schluss zeigen wir noch, dass ein enger Zusammenhang zwischen 
den Minimalbasen M(F>) und M(/'>2) besteht, wenn/~ mit jedem zu F 
geh6renden Graphen alle homomorphen Urbilder dieses Graphen 
enth~ilt. An sich kommen wir mit einer schw~icheren Bedingung aus 
(s. Satz 3). Hierzu sei G ein Graph, eo eine (feste) Ecke yon G und K o 
die Menge aller an eo anstossenden Kanten von G. Sei Ko in zwei dis- 
junkte, nicht leere Teilmengen K1 und K 2 zerlegt. Wir erhalten dann aus 
G einen neuen Graphen G* (mit genau einer Ecke und einer Kante 
mehr ats G) dadurch, dass wir in G das Kantenbtindel {eo} ~ Ko durch 
zwei neue Kantenbiindel {el } u K, und {e~} w K~ (mit zwei neuen 
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Ecken el und ez) ersetzen, wobei die yon e0 verschiedenen Ecken yon Ko 
in G fest bleiben sollen, und ausserdem noch el und e2 durch eine (neue) 
Kante verbinden. Wir sagen, dass dieser Graph G* aus G durch Eckenauf- 
splitterung (an der Ecke eo) entsteht. Enthfilt sowohl //1 als auch K2 
mindenstens zwei Kanten, so nennen wir die Eckenaufsplitterung ei ent- 
lich, anderenfalls (wenn//1 oder K2 aus einer Kante besteht) uneigent- 
lich. Offenbar kommt jede uneigentliche Eckenaufsplitterung auf 
dasselbe wie eine Unterteilung (einer Kante) hinaus. Wir nennen G2 eine 
Aufsplitterung yon GI, wenn man, yon GI ausgehend, mittels einer 
endlichen Folge nacheinander ausgeffihrter Eckenaufsplitterungen den 
Graphen G2 erh~ilt. Speziell nennen wit eine Aufsplitterung eigentlich, 
wenn alle Eckenaufsplitterungen in der genannten Folge eigentlich sind. 
Wir nennen auch G1 eine (eigentliche) Aufsplitterung yon sich selbst. 
Da bei jeder eigentlichen Eckenaufsplitterung an einer Ecke eo der Grad 
in jeder der beiden neuen Ecken ea und e2 gegenfiber dem Grad in eo 
abnimmt und ausserdem keine Ecken vom Grad 3 oder 2 eigentliche 
Aufsplitterungen mehr zulassen, besitzt jeder (endliche) Graph nur 
eine endliche Anzahl eigentlicher Aufsplitterungen. Da man bei jeder 
Eckenaufsplitterung eines Graphen G in die beiden neuen Ecken el und 
e2 durch Zusammenzug der (neuen) Kante (el, e2) den Graphen G 
wieder zuriJckerhfilt, ist jede Aufsplitterung eines Graphen ein homo- 
morphes Urbild dieses Graphen. 
Es gilt : 
SATZ 3. Enthdlt eine Graphenmenge 1" mit jedem zu 1" gehSrenden 
Graphen alle eigentlichen Aufsplitterungen dieses Graphen, so besteht 
M(1"~.2) aus allen Graphen uon M(1",,.) und hSchstens noch aus eigentli- 
ehen Aufsplitterungen dieser Graphen. 
BEWEIS : Sei G c 1". Nach Definition von M(I~) gibt es einen Graphen 
He  M(F~.) mit G ~ H. Wir behaupten zun~ichst, dass G eine Auf- 
splitterung yon H als Teilgraph enthfilt. Denn sei 9~ eine homomorphe 
Abbildung yon G auf H (vgl. [5], S. 433, Def. 1) und seien G.i die yon 
den 9~-l(ei ') (e~' = Ecken von H) aufgespannten U tergraphen yon G. 
Nach Definition von q~ sind alle Gi zusammenh~ingend u zu jeder Kante 
k.lj = (e(, ej') yon H gibt es eine Kante k~j von G, die (~i mit Gj verbindet. 
0 i mit bedeute die Vereinigungsmenge von G~ mit allen daran anstossend- 
en kij. Sei ei' eine (feste) Ecke yon H und sei Ki' die Menge aller in e~' 
anstossenden Kanten von H. Ist zun~ichst der Grad von ei'(= Kan- 
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tenzahl von Ki') gleich LJi < 3, so kann man lcicht in Gi cinc Ecke ei 
mit ~o i davon gemeinsam ausgehenden, his auf e i fremden Wegcn finden, 
die ei in G i mit den ~,. Kanten k;; (mit dem festen i) verbinden. Die 
Vereinigungsmenge dieser ~g Wege ist offenbar cine (uneigcntliche) 
Aufsplitterung (-- Unterteilung) des Kantenbtindels Ki ~. Nehmen wir 
an, zu jeder Ecke ei yon H mit einem Grad < ,~( vorgegebene Zahl) 
existiere eine Aufsplitterung Gi* yon K i' mit Gi* ~ Gi. Sei c/ eine 
(feste) Ecke in H mit dem Grad ~). Dann denken wir uns zun~ichst eine 
Kante kl; ~ aus dem Kantenbtindel K/ entfernt. Nach lnduktionsan- 
nahme enth~lt (~;--ki j  ~ eine Aufsplitterung G,* yon K/.--kl;o als 
Teilgraph. Mittels k~;o und (ext.) eines weiteren Wegcs in Gi, der k;,,, 
mit Gi* verbindet, erh~ilt man zusammen mit Gi* eine Aufsplitterung 
des ganzen Kantenbfindels K/. Mittels vollst~indiger Induktion erhalten 
wir ftir alle Ecken e/ yon H Aufsplitterungen Gi* ~ Gi der K/. Die 
Vereinigungsmenge dieser Aufsplitterungen (fi.ir alle e,' yon H) ist 
offenbar eine Aufsplitterung yon H. Jede Aufsplitterung eines Graphen 
H ist aber eine Unterteilung einer eigentlichen Aufsplitterung yon H. 
Daher enth~ilt G eine Unterteilung einer eigentlichen Aufsplilterung H* 
yon H als Teilgraph. Es hat sich also ergeben: 
G )~2 H*(H* eigentliche Aufsplitterung yon H). 
Is nun M* die Menge aller eigenflichcn Aufsplitterungen von Graphen 
aus M(F>), so folgt" M(F>2) _c M* ~: l'. Denn die letzte Ungleichung 
folgt wegen M(1L) ~ I '  unmittelbar aus der Voraussetzung yon Satz 3. 
Andererseits gibt es, wie eben bewiesen ist, zu jedem Graphen G c 1', 
also auch zu G e M(F>,) einen Graphen H* c M* mit G~e H*. Daraus 
folgt, da G ein minimaler Graph von l ~ ist, G H*, d.h. G e M*. 
Also ist auch die erste Ungleichung richtig. Damit ist der Satz 3 wegen 
(1.2) bewiesen. 
Wir bemerken noch, dass speziell M(I'>,) und M(I'>) gleich sein 
k6nnen. Denn, ist z.B. I ~ die Menge aller (endlichen) nicht pl~ttbaren 
Graphen, so besthehen M( I '~)  und M(F.,), wie aus dem Satz yon 
Kuratowski und (1.2) unmittelbar folgt, beide aus S(5) und (3.3). 
Speziell folgt noch: 
SATZ 3'. Enthdlt eine Graphenmenge 1' mit jedem zu F geh6renden 
Graphen alle eigentlichen Aufsplitterungen dieses Graphen, so siml M(F'~2) 
und M(/'>) entweder beide endlich oder beide unendlich. 
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Denn ist M(11,2) endlich, so folgt aus (1.2), dass M(I~) endlich ist. 
1st umgekehrt M(/'>) endlich, so folgt nach Satz 3, dass M(/'~2) endlich 
ist, da jeder Graph nur endlich viele eigentliche Aufsplitterungen be- 
sitzt. 
2. MINIMALBASIS DER NICHT IN DIE PROJEKT1VE EBENE EINETTBAREN 
GRAPHEN 
Wit beweisen zun~ichst zwei vorbereitende Hilfss~itze. Jeder endliche, 
in die projektive Ebene einbettbare Graph G ist in das M6bius'sche Band 
einbettbar. Denn, da G endlich ist, kann man annehmen, dass (wenig- 
stens) ein Punkt auf der uneigentlichen Geraden der projektiven Ebene 
nicht zu G geh/Srt. Entfernt man dann eine zu G fremde Umgebung dieses 
Punktes, so erh~ilt man aus der projektiven Ebene ein M/3bius'sches Band, 
das G enth/ilt. Umgekehrt ist nattirlich jeder in das M/3bius'sche Band 
einbettbare Graph in die projektive Ebene einbettbar, da das M/3bius'sche 
Band eine Teilmenge der projektiven Ebene ist. Es folgt also: 
2.1. Ein endlicher Graph ist dann und nur dann in die projektive Ebene 
einbettbar, wenn er in das M6bius'sche Band einbettbar ist. 
hn folgenden bedeute 1' die Menge aller (endlichen) nicht in die 
projektive Ebene einbettbaren Graphen. Wir stellen uns in diesem Para- 
graphen die Aufgabe, einen Teil (vgl. Einleitung) der Minimalbasis 
M(F>) zu bestimmen. Nach (2.1) ist 1" gleich der Menge aller (endlichen) 
nicht in das M6bius'sche Band einbettbaren Graphen. Als Modell des 
M6bius'schen Bandes nehmen wir ein Rechteck 
B [a ,b ;c ,d ]= {p- -  (x ;y ) ' / .a  -<-x<bundc<y~d},  
dessen obere und untere Seiten gem~iss der Vorschrift (a + x; c) 
-- (b-- x; d) fiir 0 --< x ~< b a zusammengeheftet sind. Wit nennen B 
genauer ein l~ings der oberen und unteren Seite von B zu einem Rechteck 
aufgeschnittenes M6bius'sches Band. Wit nennen 
B' = [a', b'; c, d] 
mit a<a ' - -a - -cS<~b'  b 6<b und (a '+x;c )= (b ' - -x :d )  
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ffir 0 "z x < b' -- a' eine Verschmgilerung z,on B, odor auch B eine 
Verbreiterung uon B'. Ist hierbei 6 :~ 0. so ist 
Bl u Be B" mit B~ ~ [a, a'" c, d], B.2 :~ [h', b" c, d] 
und mit der entsprechenden Zusammenheftung yon B ein zweifach ver- 
drilltes Band. Jeder in B" einbettbare Graph ist pl~ittbar, da man B" 
lfings einer (beliebigen) horizontalen Strecke yon B1 oder B2 aufschneiden, 
eine der beiden Schnittkanten um den Winkel 2x zurfickdrehen und 
beide Schnittkanten wieder zusammenheften kann. Dieses neue (nicht 
verdrillte) Band enthfilt wieder den Graphen und ist pl~ttbar. 
Es gilt der ftir uns wichtige Hilfssatz: 
2.2. Ist G ein endlicher Graph, der 1. auf einem Mgbius'schen Band 
B liegt, 2. nicht pffittbar und 3. nicht t-trennbar fiir t G 1 (d.h. der zu- 
sammenhdngend und ohne Artikulation) ist, so gibt es eine Verbreiterung B* 
uon B und weiter eine Verschmfilerung B' ~ B uon B*, derart class 1. 
G auf B' liegt, 2. der Rand uon B' ganz zu G gehGrt und 3. alle Kompo- 
nenten uon B' G Elementatfffichenstiicke sind. 
BEWEIS: Sei B* @ B eine Verbreiterung von B. Wir zeigen zunfichst, 
dass B* eine (durch G tibrigens eindeutig bestimmte) Verschm~ilerung 
B' __c B enthfilt, die die Behauptungen l und 2 erftillt. Da G endlich 
ist, kGnnen wir das MGbius'sche Band B* lfings eines Weges S zu einem 
Rechteck R* aufschneiden, derart dass 1, S keine Ecke von G trifft, 
2. S h6chstens einzelne Schnittpunkte mit den Kanten von G gemeinsam 
hat und 3. S ein solcher Weg mit einer Minimalzahl m yon Schnitt- 
punkten ql ..... qm mit G ist. Der Weg S wird durch ql,  -.., q,,~ in m + 1 
Teilstticke zerlegt. Wir bezeichnen diese am oberen Rand von R* lie- 
genden Teilstficke (yon links nach rechts) mit So, $1 .... , g,~ und ent- 
sprechend ie am unteren Rand von R* liegenden Teilstticke (yon rechts 
nach links) mit So, $1 .... , S,,~ (s. Figur 1 ). G zerlegt das (ofl'ene) Recht- 
eck R* in bestimmte Gebiete. Wir interessieren uns unter diesen ftir 
diejenigen Gebiete /J, bzw. B,(# -- 0, 1 ..... m), die an den Teilstticken 
S/, bzw S, liegen. Zuniichst folgt leicht /J, ~/~,. und B, @ B,. fiir alle 
# 7.- v. Denn sonst wfire m nicht minimal gewfihlt. Welter besteht wegen 
Voraussetzung 2 und 3 der Rand von/~o =~ B,, (und analog yon B,,~=Bo) 
aus der linken (bzw. rechten) Seite yon R*, aus So u S,~ (bzw. S,~ U So) 
sowie aus einem Weg W l (bzw. IV,) von G, der die beiden rechten (bzw. 
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linken) Endpunkte von So und S,~ (bzw. von Sm und So) im Innern von 
R* verbindet. Wegen Voraussetzung 2 ist Wt c~ IV,, = O. Da der rechte 
Endpunkt yon So, auf B* gedeutet, gleich dem linken Endpunkt yon S,n 
gleich qx und analog der linke Endpunkt yon S,, gleich dem rechten End- 
So S, Sm 
S m " 'S  I S O 
FIGUR 1 
punkt von So gleich qm ist, folgt weiter, dass Wt u Wr ein Kreis yon 
G ist. Die yon diesem Kreis berandete Verschmfilerung B' von B* er- 
f~llt offenbar die Behauptungen 1 und 2. Wir mi~ssen och zeigen, dass 
B' die 3. Behauptung erfiillt. Da/~0 ~ Bm und/~m -- Bo in B' nicht mehr 
vorkommen, brauchen wit im folgenden nur noch die /~u und B~, fiir 
# = 1 ..... m-  1 zu betrachten. Wir unterscheiden die beiden F~lle: 
l. /~t, ~ B,. fur alle 9 = 1 ..... m -- 1, bzw. den analogen Fall B~, ~ B,. 
ftir alle r = 1 ..... m-  1. Wir nennen dann /~u bzw. B~, vom Typ 1. 
Fall 2: Zu /~u gibt es ein B,, = Bj,. Wir nennen dann dieses /~, = B,. 
vom Typ 2. Wir untersuchen zuerst den Fall, class /~,, und B. (fiir ein 
festes # = 1, ..., m -- 1) beide vom Typ 1 sind. Dann haben diese beiden 
Gebiete keinen Randpunkt (in R*) gemeinsam. Denn h~itten /~, un Be, 
einen Randpunkt r gemeinsam, so gfibe es einen geschlossenen Weg in B', 
der einen Punkt p 6 S, mit r innerhalb /~r und dann yon r aus weiter 
innerhalb B, mit dem entsprechenden Punkt p 6 S, (d.h. mit p = fi auf 
B') verbinden wtirde und der daher G nut in r treffen wiirde. Wfirde 
man B' l~ngs dieses Weges aufschneiden, so erhielte man ein zweifach 
verdrilltes Band (vgl. Figur 2a und das aufgeschnittene Band in Figur 2b), 
und G wfire dann abet plfittbar im Widerspruch zur Voraussetzung 2.
Daraus folgt, dass die beiden Gebiete G~, und G~, mit ihrem auf B' ge- 
meinsamen Randstfick S, zusammengefasst ein Elementerfl~ichensti~ck 
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yon B' bilden, das von einem Kreis yon G berandet ist. Wir untersuchen 
nun den anderen Fall' /~/, sei vom Typ 2, also /~, B,.. Da m minimal 
gew/ihlt ist, folgt zunfichst durch neues Aufschneiden von B* (s. ge- 
strichelte Linie yon links nach rechts in Figur 3)" /z + f > m und ent- 
9~ 9~+i" 9 v 9u§ 
. .~B__  
- ------,1~ 
9u§ I 9v "'" ~k,§  ~ta. 
FIGUR 3 
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sprechendm--#- -m-  v~:m,  also: 
# ~ 171 ~. 
Weiter folgt # 5s v, da wir im Fall /~, :: B~, das Band B' l/ings eines 
geschlossenen Weges, der ~q~, mit S~, innerhalb B~, verbindet, zu einem 
zweifach verdrillten Band aufschneiden k/Snnten, ohne G zu treffen, 
und daher G pl/ittbar wS, re. Aus Symmetriegriinden k/Snnen wir daher 
/~ < ~ annehmen. Es folgt abet welter:/~ & ~ -- 1. Denn im Fall/~ ~. 
1 w/iren /~/, und B~, in R* benachbart und man k/Snnte B I 1/ings eines 
Weges durch diese beiden Gebiete, der G nur in einem Punkt treffen 
wtirde, /ihnlich wie in dem obigen Fall zu einem zweifach verdrillten 
Band aufschneiden, woraus folgen w~irde, dass G pl/ittba~" w/ire. Es 
bleibt also allein: # < ~ -- 1 iJbrig. Wir betrachten dann, anschaulich 
gesprochen, das oben und unten yon/~t, sich anschliessende B~, und/~,.. 
Diese beiden Gebiete sind dann notwending vom Typ 1. Denn w/ire 
etwa B~, vom Typ 2, d.h. B/, -- /~2~, so wiirde nach der obigen Gleichung 
# + ~ = mund analog/~ -~- ,~ -- m folgen. Es w/ire daher 2 = ~, d.h. 
B,. = B~,. Zusammen mit /?~, = B,. erg/ibe sich daraus, dass man B' 
1/ings eines geschlossenen Weges, der S~, mit S,. innerhalb /?t, und dann 
welter S,, mit St, innerhalb/?,, verbindet und daher G nicht trifft, in zwei 
getrennte B/inder aufschneiden kiSnnte, yon denen jedes Ecken und 
Kanten yon G enthielte im Widerspruch zur Voraussetzung, dass G 
zusammenh/ingend ist. Es kann auch nicht sein, dass sich der Rand yon 
/~,. oder B~ mit dem Rand yon B~, -- B,. trifft, da sich sonst B' 1/ings eines 
geschlossenen Weges, der G nur in einem Punkt treffen wtirde, zu einem 
zweifach verdrillten Band aufschneiden liesse im Widerspruch zur Voraus- 
setzung 2. Schliesslich folgt, dass/~, und Bf, keinen Randpunkt (in R*) 
gemeinsam haben. Denn h/itten diese beiden Gebiete einen Randpunkt r 
gemeinsam, so k6nnte man, /ihnlich wie oben, G' lfings eines geschloss- 
enen Weges, der G nur in r treffen wtirde, in zwei getrennte B~nder 
aufschneiden im Widerspruch zur Voraussetzung, dass G ohne Arti- 
kulation ist. Zusammen folgt daraus, dass die drei Gebiete /~,- B,., 
/~,. und B~, mit den sie auf B' trennenden Randstiicken Sj, und S,. zu- 
sammengefasst, ein Elementarfl/ichenstiick yon B' bilden, das yon einem 
Kreis von G berandet ist. Da alle anderen Gebiete als die vom Typ 1 
oder 2, in die G das B' zerlegt, schon in R* von einem Kreis von G 
berandet werden, ist hiermit der Hilfssatz (2.2) vollst/inding bewiesen. 
lm folgenden bezeichnen wir die Menge aller O-trennbaren (d.h. 
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nicht zusammenh/ingenden) Graphen aus M(I ~) mit Mo(l'> ). Allgemein 
ftir t > I bezeichnen wir die Menge aller Graphen aus M(F>), die 
t-trennbar, abet nicht t'-trennbar ftir ein t' <. t sin& mit Mr(/',). 
Dann gilt: 
SATZ 4. Sei 1' die Menge aller (emllichen) nicht in die projektit,e Ebene 
einbettbaren Graphen. Dann besteht Mo(F~) aus den Jolgenden drei 
Graphen: G; - G,' ~J Gi"(i-~ 1, 2, 3) mit Gi' ~ G/ ' - -  O, worin Gi' 
und G/' 1. zwei S(5), 2. zwei (3, 3) und 3. einen S(5) und einen (3, 3) 
bedeuten. 
BEw~Is: Zunfichst zeigen wir, dass diese Graphen Gi zu Mo(/'~) 
geh6ren. Keiner dieser drei Graphen ist in die projektive Ebene ein- 
bettbar. Denn liesse sich ein G~ ~ G i' ~ Gi"', kurz G- -  G' • G", in 
die projektive Ebene einbetten, so liesse sich G nach (2.1) in ein M6bius'- 
sches Band B einbetten. Da S(5) und (3,3) die Voraussetzungen von 
(2.2) erfiillen, gfibe es nach (2.2) eine Verbreiterung B* von B und weiter 
eine Verschm/ilerung B' ~ B yon B*, sodass G' in B' liegt, der Rand yon 
B' ganz zu G' geh6rt und G' das M6bius'sche Band B' in Elementar- 
fl/ichenstticke zerlegt. Dann miisste aber die andere Komponente G" 
yon G entweder in einem Elementarfl/ichenstiick oder auf dem zweifach 
verdrillten (pl/ittbaren) Band B*- -B '  liegen im Widerspruch dazu, 
dass S(5) und (3, 3) nicht pl/ittbar sind. Nennen wir allgemein einen 
Graphen H ein echtes homomorphes Bild yon G, wenn G > H und 
H ~ G (d.h. H nicht isomorph G) gilt, so folgt weiter, dass jedes echte 
homomorphe Bild H yon G -: Gi in die projektive Ebene einbettbar ist. 
Denn verm0ge der Homomorphie G ;> H erhalten wir G '> H' und 
G"> H" mit H ' .~  H" :  O, worin H' oder H"  ein echtes homo- 
morphes Bild von G' bzw. G" ist. Jedes echte homomorphe Bild yon 
S(5) oder (3, 3) ist aber pl/ittbar. Daraus folgt, dass H-  H' ~) H" in 
die projektive Ebene einbettbar ist. Hiermit ist bewiesen, dass unsere 
Gz (i 1, 2, 3) zu Mo (1"~) geh6ren. Umgekehrt sei G ein Graph aus 
Mo(l~). Da G nicht zusammenh/ingend ist, lfisst sich G in zwei fremde, 
nicht leere Graphen G' und G" zerlegen. Da G Basiselement ist, sind G' 
und auch G" in die projektive Ebene einbettbar. Welter folgt, dass weder 
G' noch G" plgttbar ist, da sonst G in die projektive Ebene einbettbar 
w/ire. Also ist nach dem Satz von Kuratowski jeder der beiden Graphen 
G' und G" zu wenigstens einem der Graphen S(5) oder (3, 3) homo- 
morph. Daraus folgt G ~ G~- ftir i = 1, 2 oder 3. Da G als Basiselement 
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ein minimales Element von/'~, ist und nach dem ersten Teil des Beweises 
alle drei G~ zu F gehSren, folgt G = G i ffir i = 1, 2 oder 3. Hiermit ist 
der Satz 4 vollst~ndig bewiesen. 
Ganz analog kann man beweisen: 
SATZ 5. M1 (I'~) besteht aus den foIgenden drei Graphen : Gi = G i I u GI' 
(i ~ 4, 5, 6) mit G~' ~ G'~' -- {e~} (= Ecke), worin Gi' und GI' 1. zwei 
S(5), 2. zwei (3,3) und 3. einen S(5) und einen (3, 3) bedeuten. 
Damit wir die weiteren Basiselemente in einer fibersichtlichen Form 
bezeichnen k6nnen, ffihren wir eine allgemeine Operation ffir Graphen 
ein. Hierzu habe man eine Graphen A mit der Eckenmenge {e I .... , e, } 
und n disjunkte Graphen G1 ..... Gn. Man erh/~lt dann mittels A aus 
den G1 ..... G~ einen (neuen) Graphen, indem man in G1 u . . .  U G,~ 
alle Ecken von G,. mit allen Ecken von G~, genau dann durch (neue) 
Kanten verbindet, wenn e,. und ei~ in A benachbart sind. Wit nennen 
diesen (neuen) Graphen ein Produkt yon G1 . . . . .  G,, iiber A. Ist hierbei 
A pl~ittbar, so kann man ein Produkt fiber A so schreiben, dass man 
einfach an den Ecken von A die entsprechenden G~, schreibt und al|e 
Kanten yon A durch ein Operationszeichen, e twa. ,  ersetzt. Z.B. wird 
ein Produkt yon G1, ..., Gn fiber einen Weg el ,  ..., e,~ mit G~ * . . .  9 G, 
bezeichnet, worin also ffir alle ~ = 1 ..... n -  1 jede Ecke yon G,, mit 
jeder Ecke von G,,+a (und nur solche Ecken) dutch neue Kanten zu ver- 
binden sind. Entsprechend bezeichnen wir das Produkt fiber einen Kreis 
ea ..... e , ,  e~ (n ~ 3) mit * G~. . . .  * G,~*. Ferner bezeichnen wir 
einen aus n Ecken bestehenden (kantenlosen) Graphen auch einfach 
mit dieser Zahl n. Ein Simplex S(n) bezeichnen wir auch kurz mit (n} 
(= vollst~indiger Graph mit n Ecken). 
Dann gilt: 
SATZ 6. M2(/'>) besteht aus den folgenden sechs Graphen: G7 = ~3} 
9 2 * ~3} (Zusammenheftung zweier S(5) 16ngs einer Kante und Streichung 
dieser Kante), Gs ~ * 2 9 1 9 ~3} 9 1 9 2 *(Zusammenheftung eines S(5) 
mit einem (3, 3) lgings einer Kante und Streichung dieser Kante), G9 --  ~3} 
9 2 9 3 9 1 (Zusammenheftung eines nicht benachbarten Eckenpaares yon 
(3, 3) mit einem Eckenpaar yon S(5) und Streichung der diese Ecken 
verbindenden Kante yon S(5)), G~o ~ 1 9 3 9 2 9 3 9 1 (Zusammenheftung 
zweier (3, 3) in zwei nicht benachbarten Ecken), Gll -- * 2 9 1 * 2 * 2 * 1 
9 2 * (Zusammenheftung zweier (3, 3) Idngs einer Kante und Streiehung 
dieser Kante), G12 
182 WAGNtiR 
1 
9 2 .  1 .3 .  1 .2 .  
(Zusammenhe/hmg emes nicht benachbarten Eckenpaares l,on (3, 3) mit 
zwei benachbarten Ecken eines anderen (3, 3) trod Streichzmg der diese 
Ecken t,erbindemten Kante). 
BI~WEIS: Zun/ichst zeigen wir, dass diese sechs Graphen zu M2(I'>) 
geh6ren. Hierzu ist zu zeigen, dass diese Graphen 1. in F liegen und 
2. minimal sind. Da der Beweis fiir die sechs Graphen analog verl/iuft, 
begntigen wir uns damit, (1) und (2) ftir G7 zu beweisen. Wir nehmen an, 
G7 w/ire (entgegen der Behauptung) in die projektive Ebene einbettbar. 
Dann w/ire G7 nach (2.1) in ein M6bius'sches Band B einbettbar und 
nach (2.2) g/ibe es zu GT' =: 3> * 2 9 I S'(5) (: S(5) mit einer 
unterteilten Kante) eine Verbreiterung B* yon B und eine Verschm~ile- 
rung B' =c B von B*, sodass GT' in B ~ l/ige, der Rand von B' ganz zu 
GT' geh6ren wiirde und B' dutch Gf' in Elementarfl/ichenstiicke z rlegt 
w/ire. Die unterteilte Kante yon S'(5), in GT' ist das die letzte Ecke I 
mit den beiden daran liegenden Kanten, miisste dann aber auf B' an 
genau zwei Elementarfl/ichenstticken oder (was ffir uns auf dasselbe 
hinauskommt) an einem Elementarfl/ichenstiick und dem zweifach 
verdrillten Band B* --  B' anstossen. In einem dieser beiden Elementar- 
fl/ichenstiicke (bzw. in B* --  B') miissten dann aber alle restlichen Ecken 
und Kanten von G7 zusammengenommen, das ist (3 )  * 2 * (3)) 
(<3> * 2 * 1) : 3 9 <2>, liegen, worin die Ecken der letzten 3 die drei 
gcken der unterteilten Kante bedeuten. Das ist aber ohne 1]berschneid- 
ungen der Kanten nicht m6glich. Also folgt G7 c l'. Um zu zeigen, 
dass G7 minimal ist, brauchen wir aus Symmetriegrtinden von G7 nur 
die beiden FS, lle zu unterscheiden, dass eine Kante kl aus einem Dreieck 
3> oder eine Verbindungskante k.z yon : 3~ mit 2 in G7 = ~3/ * 2 * ~ " 
gewfihlt wird. Zieht man k~ zusammen, so erhS_lt man aus Gr den Graphen 
2>* 2 ,  .~3>, der in die projektive Ebene einbettbar ist. Wird k2 zusammen- 
gezogen, so erhNt man aus  G 7 den Graphen (2>* 2)* .3 ) ,  der ebenfalls in 
die projek tive Ebene einbettbar ist. Auch G7-- kl und G7 --  k~ lassen sich 
in die projektive Ebene einbetten. Zusammen folgt daraus G7 e M.,(F>). 
Wit mtissen noch zeigen, dass jeder Graph G r M2(F>) gleich einem 
der Graphen G: ~2 ist. Zunfichst l/isst sich der Graph G, da er2-trennbar 
und minimal ist, in zwei Teilgraphen G' und G" mit G' U G" = G zer- 
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legen, deren Durchschnitt aus zwei Ecken e~ und e2 besteht und die 
ausser diesen beiden Ecken noch mindestens je zwei Ecken enthalten. 
Sei k, falls e, und e 2 in G benachbart sind, die Kante (el, e2) yon G 
bzw., falls e~ und e2 nicht benachbart in G sind, eine neue Kante mit den 
Endpunkten e, und e2. Da G zusammenh/ingend und nicht 1-trennbar 
ist, folgt G ~ G' u k und G ~ G" ~ k. Daher ist keiner der beiden 
Graphen G' u k und G" U k plfittbar, da sonst G' u k u G" und daher 
auch G in die projektive Ebene einbettbar write. Nach dem Satz yon 
Kuratowski enthfilt daher jeder der beiden Graphen G' U k und G" U k 
eine Unterteilung des S(5) oder des (3, 3 ) -  3 9 3 als Teilgraph. 
Durch mehrere Fallunterscheidungen, je nachdem eine Unterteilung 
des S(5) oder des (3, 3) in G 'u  k und G"u  k enthalten ist, kann 
man mit Hilfe des ersten Teiles des Beweises zeigen, da nfimlich die 
beiden trennenden Ecken in G7 ,2 nicht benachbart sind, dass auch 
bier bei G die Kante k nicht zu G gehSrt. Man kann dann welter zeigen, 
dass G homomorph zu einem der Graphen Gv-,2 ist. Daraus folgt abet, 
da die Graphen G7 ,2 in/~ liegen und G minimal ist, dass G gleich einem 
der Graphen GT-t2 ist. 
Wit weisen darauf hin, dass in allen sechs Graphen G7 ia jeweils nut 
ein trennendes Eckenpaar existiert und die Ecken dieses Paares durch 
keine Kante verbunden sind. Schliesslich gilt: 
SATZ 7. Ma(/'>) enthiilt die folgenden uier Graphen: G13 -- (2)  * /,,,3) 
9 (2~ (Zusammenheftung zweier S(5) ldngs eines Dreiecks), 
2 
G,4~*  1 * 1 , 2*  2 ,  
(Zusammenheftung eines 2 9 3 mit einem (3, 3) in einem Eckentripel, das 
in 2 9 3 unuerbunden und in (3, 3) durch genau zwei Kanten verbunden ist), 
G15 = 2 * 3 9 3 und G16 = 1 9 3 * 3 9 1, undMa(l '>) enthiilt ausser diesen 
Graphen hSchstens noch solche 3-trennbaren Graphen, die sich nur so durch 
ein Eckentripel in zwei Teilgraphen zerlegen lassen, dass stets einer yon 
diesen nur uier Ecken (also ausser dem zerlegenden Eckentripel nur noch 
eine Ecke) enthiilt. 
BEWEIS: ZunS.chst zeigen wir, dass die obigen vier Graphen icht in die 
projektive Ebene einbettbar sind. G,a enthfilt einen S(5) und jeder der 
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drei tibrigen Graphen Gl,i 1G enthfilt einen (3, 3) als Teilgraph. W/ire nun 
einer der Graphen G13 16 in die projektive Ebene und nach (2.1) in ein 
MSbius'sches Band B einbettbar, so erhielte man nach dem Hilfssatz 
(2.2) fiir den Teilgraphen S(5) bzw. (3, 3) ein B' __c B, das durch S(5) 
bzw. durch (3, 3) in Elementarfl/ichenstticke zerlegt w/ire. Bei Gia ftihrt 
dieses sofort zum Widerspruch, da eins dieser Elementarft/ichenstiicke 
einen 2> 9 3 enthalten miisste. Auch bei G~4 erh/ilt man leicht einen 
Widerspruch, da der Graph (3, 3) in einer Ecke e sowie in zwei hiermit 
benachbarten Ecken mit dem Graphen 2 9 3 zusammengeheftet w rden 
miisste, was wegen des Hilfssatzes (2.2) auf dem MSbius'schen Band 
nicht mSglich ist. Um auch bei G15 und G16 einen Widerspruch erbei- 
zufiihren, benutzen wit die Euler'sche Polyederformel. Hiernach gilt 
ftir jeden (endlichen) Graphen Gauf  einem Mabius'schen Band B' 
unter der Voraussetzung, dass der Rand yon B' ganz zu G gehSrt und B' 
dutch G in Elementarfl/ichenstiicke zerlegt wird, die Formel: ao-- al 
+ a2 -- 0 (ao = Eckenzahl von G, a~ -- Kantenzahl von G, a,, An- 
zahl der Elementarfl/ichenstiicke, in die B' durch G zerlegt wird). Be- 
zeichnen wit hierbei die Anzahl der Elementarfl/ichenstiicke, deren Rand 
aus n Kanten von G besteht, mi t f , ,  so folgt ftir unseren Graphen (3, 3) 
mit a o 6 und al =~ 9 leicht die Absch/itzung: 3fa " 4fa + 5fa ~ 6f~; 
<_ 15 und da (3, 3) keine ungeraden Kreise enth/ilt: 4f4 + 6J~ < 15, also 
f~ < 1. Liesse sich GI.~ oder G~6 auf das MSbius'sche Band legen, so 
mtisste aber f6 > 2 sein. Um weiter zu zeigen, dass G1a_16 minimal sind, 
ersehen wir zun/ichst aus unserer Produktdarstellung dieser Graphen, 
dass es in G~a nur drei verschiedene Arten von Kanten gibt und zwar 
Kanten aus (2) bzw. aus (3) bzw. Kanten, die ~(2) mit (3) verbinden, 
in G~, entsprechend sechs Arten und in G~6 und G~6 je zwei Arten yon 
Kanten. In allen diesen 13 F/illen kann man leicht zeigen, dass durch 
Streichung bzw. Zusammenzug jeweils jeder solchen Kante sich ein 
Graph ergibt, der in das M5bius'sche Band einbettbar ist. Daraus folgt, 
dass Gla-16 zu Ms(F>) geh6ren. Der Beweis des letzten Teiles yon Satz 7 
ist ziemlich langwiering. Wir begntigen uns damit, die ldee des Beweises 
zu erl~iutern. Sei G ein Graph aus M3(F>). Dann gibt es ein trennendes 
Eckentripel e~, e2, e3 von G, also eine Zerlegung G = G' u G" mit 
G' ~ G" {e~, eo, ea}, worin G' und G" nach der genannten Ein- 
schrfinkung ausser diesem Eckentripel noch je mindestens zwei Ecken 
enth~ilt. Bedeutet T ein Graph, der aus den Ecken e~, e,2, es und einer 
neuen Ecke eo sowie den drei Kanten (eo, e~), i = 1, 2, 3 besteht, so sind 
G' ~ T und auch G" u T in das MSbius'sche Band einbettbar, da G 
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minimal ist. Weiter ist weder G' u T noch G" u T pl/ittbar, da sonst 
wegen (2.2) folgen wiirde, dass G in das M6bius'sche Band einbettbar 
w/ire. Daraus folgt nach dem Satz yon Kuratowski, dass G' w T und 
auch G" u T eine Unterteilung des S(5) oder des (3, 3) als Teilgraphen 
enthalten. Man kann dann zeigen, dass G' u G" ~ G homomorph zu 
einem der Graphen Gla-16 ist. Da G minimal ist, muss dann aber G gleich 
einem dieser Graphen sein. 
Zum Schluss mSchten wir darauf hinweisen, dass wir bei diesen 
Oberlegungen den Graphen G16, der nicht die genannte Einschr/inkung 
am Ende von Satz 7 erfiillt, sozusagen als Gegensttick von G~5 gefunden 
haben. Weiter haben wir aus M~(/'>) den Graphen (4) 9 3 gefunden. 
Bedeutet a~J '~ in einem Graphen G die Anzahl der Ecken mit dem Grad 
n in G, liegt G auf einem MSbius'schen Band B', gehSrt der Rand yon B' 
ganz zu G und wird B' durch G in Elementarfl/ichenstticke zerlegt, so 
folgt aus der Eulerschen Formel fiir das MSbius'sche Band die Ungleich- 
ung: 4 a~o 2~ + 3 a~o a) + 2 ao t4~ + a~o 5)~ 6. Daraus folgt, da ftir jeden Gra- 
phen aus M(F>) und fiir jede Kante k yon G der Graph G-  k in das 
5 
MSbius'sche Band einbettbar ist: u Mr(/'>) = M(/'>). In einer 
t -0  
sp/iteren Arbeit soll versucht werden, weitere Graphen von M4(F>) 
und M~(/'>) zu bestimmen. Allein schon im Hinblick auf das Ergebnis 
yon L. Auslander, T. A. Brown und J. W. T. Youngs (vgl. [1] und [4], 
insbesondere [1], Theorem 1, S. 631), wonach die projektive Ebene 
Graphen yore Geschlecht n ftir jede natiirliche Zahl n enth/ilt, w/ire 
die Bestimmung der ganzen Minimalbasis M(/'>) yon Interesse. 
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